
【6】kを 2以上の自然数, nを自然数とする。n!の k進法表示において、
しも

下の桁から数えて 0が続く個数を xnと

する。すなわち、

n! =: [bM , · · · , b1, b0](k)
(
:=

M∑
i=0

bik
i

)
(biは整数, 0 5 bi 5 k − 1, bM \= 0)

と表示した時、b0 = b1 = · · · = bi−1 = 0, bi \= 0を満たす iを xnとする。例えば、

k = 2の時、4! = 24 = [1, 1, 0, 0, 0](2)より x4 = 3

k = 5の時、7! = 5040 = [1, 3, 0, 1, 3, 0](5)より x7 = 1

(1) kの最大素因数を pとする。xnを n, pの式で表せ。ただしガウス記号,
∑
を用いてよい。

(2) n =: [aN , · · · , a1, a0](p)とする。

cn :=
N∑
i=0

aiとする。

xn = 1
p− 1

(n− cn)を示せ。

(3) lim
n→∞

xn

n
を求めよ。ただし lim

N→∞
N
pN

= 0を証明なしで用いてよい。

(解)

(1)

kの素因数を大きい順に p, q, r, · · ·とする。
n!の素因数分解における p, q, rの指数をそれぞれ a, b, c, · · ·とする。
xn = (n! を kで割り切る最大回数)

= min{a, b, c, · · ·}
= a

=
l∑

j=1

(n以下の pjの正の倍数の個数) (pl 5 n < pl+1)

=
[logp n]∑
j=1

[
n
pj

]
(2)

xn =
∞∑
j=1

[
[aN , · · · , a1, a0](p)

pj

]
(∵ (1))

=
∞∑
j=1

[aN , · · · , aj+1, aj ](p)

= (pN−1 + pN−2 + · · ·+ 1)aN + (pN−2 + · · ·+ 1)aN−1 + · · ·+ a1

=
N∑
i=1

(1 + p+ · · ·+ pi−1)ai

=
N∑
i=1

pi − 1
p− 1

ai

= 1
p− 1

(
N∑
i=0

aip
i −

N∑
i=0

ai

)
= 1

p− 1
(n− cn)

(3)
xn

n
= 1

p− 1

(
1− cn

n

)
ここで 0 <

cn
n

5 (p− 1)(N + 1)

pN
→ 0 (n → ∞)

∴ lim
n→∞

xn

n
= 1

p− 1
//
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【完全数の決定】

自身以外の正の約数の和に等しくなる自然数を完全数という。

(例) 6 = 1 + 2 + 3, 28 = 1 + 2 + 4 + 7 + 14, 496 = 1 + 2 + 4 + 8 + 16 + 31 + 62 + 124 + 248, · · ·
= 2× 3 = 22 × 7 = 24 × 31

以下、nは自然数とする。

σ(n) := (nの正の約数の和)

・n 5 σ(n) 5 1
2
n(n+ 1), 1つ目の等号成立は n = 1, 2つ目の等号成立は n = 1, 2の時。

・nが素数⇔ σ(n) = n+ 1

・nが完全数⇔ σ(n) = 2n

⇔ (nの正の約数の逆数和) = 2

・σ(ab) 5 σ(a)σ(b),等号成立は aと bが互いに素の時。

定理 1

2n+1 − 1が素数⇔ 2n(2n+1 − 1)は完全数

(pr.)

σ(2n(2n+1 − 1)) = σ(2n)σ(2n+1 − 1) (∵ 2nと 2n+1 − 1は互いに素)

=
(

n∑
i=0

2i
)
{1 + (2n+1 − 1)}

=
1(2n+1 − 1)

2− 1
・2n+1

= 2・2n(2n+1 − 1) · · · 1©
ここで、

2n(2n+1 − 1)が完全数⇔ 1©の等号成立
⇔ σ(2n+1 − 1) = (2n+1 − 1) + 1

⇔ 2n+1 − 1は素数■

定理 2

p :自然数, 2p − 1 :素数⇒ pは素数

(pr.)

p = ab (a, bは自然数)とする。

2p − 1 = 2ab − 1

= (2a)b − 1

= (2a − 1){2a(b−1) + 2a(b−2) + · · ·+ 2a + 1}
2p − 1は素数より、2a − 1 = 1 or 2a(b−1) + 2a(b−2) + · · ·+ 2a + 1 = 1

∴a = 1 or b = 1

故に pは素数。■

逆は成り立たない。(反例 : 211 − 1 = 23× 89, 223 − 1 = 47× 178481, 229 − 1 = 233× 1103× 2089)

定理 3

偶数の完全数は 2n(2n+1 − 1) (n :自然数)の形である。

(pr.)

偶数の完全数をmとする。

m =: 2nl (n :自然数, l :奇数)と表せる。

σ(m) = σ(2nl)

= σ(2n)σ(l) (∵ 2nと lは互いに素)

= (2n+1 − 1)σ(l)

一方、

σ(m) = 2m (∵ mは完全数)

= 2・2nl

= 2n+1l
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∴2n+1l = (2n+1 − 1)σ(l)

2n+1と 2n+1 − 1は互いに素だから、l = (2n+1 − 1)k (k :自然数)と表せる。

この時、

2n+1k = σ(l)

= σ((2n+1 − 1)k)

= k + (2n+1 − 1)k (∵ k < (2n+1 − 1)k)

= 2n+1k

∴ σ((2n+1 − 1)k) = k + (2n+1 − 1)k

∴k = 1

∴m = 2nl

= 2n(2n+1 − 1)■

定理 1 ∼定理 3より、次のことが言える。

「偶数の完全数は 2p−1(2p − 1) (2p − 1 :素数, p :素数)と表せる。」

「素数 pでMp := 2p − 1が素数⇒ 2p−1(2p − 1)は完全数」

素数であるMpをメルセンヌ素数という。そのような pは以下の素数である。

2, 3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1279, 2203, 2281, 3217, 4253, 4423, 9689, 9941, 11213, 19937,

21701, 23209, 44497, 86243, · · · (無数に存在するかは未解決問題)

2018年 12月 7日 (金曜日)の時点で 51個の pが発見されている。小さい順は 48番目まで確定している。

(奇数の完全数)

奇数の完全数が存在するかどうかは未解決問題である。計算機により次のことが分かっている。

・10300以下には存在しない。

・9個以上の素因数を持つ。

・108より大きい素因数を持つ。

・重複を込めた素因数の個数は 75個以上。

定理 4(奇数の完全数の必要条件)

奇数の完全数は (存在すれば) pan2 (p ≡ a ≡ 1 (mod 4))と表せる。

(pr.)

奇数の完全数を nとする。

n =: p1
a1 · · · pNaN (素因数分解)とする。

σ(n) = σ(p1
2a1 · · · pN 2aN )

= σ(p1
a1) · · ·σ(pNaN )

一方、nは完全数より、σ(n) = 2n

∴2n = σ(p1
a1) · · ·σ(pNaN )

∴2 ≡ σ(p1
a1) · · ·σ(pNaN ) (mod 4,以下同様) (∵ nは奇数)

1 ∼ N を適当に並べ替えてσ(pi
ai) ≡

{
2 (i = 1)

±1 (2 5 i 5 N)
としてよい。

ここで、

σ(pi
ai) = 1 + pi + pi

2 + · · ·+ pi
ai

≡


1 + 1 + · · ·+ 1︸ ︷︷ ︸

ai

(pi ≡ 1)

1 + (−1) + 1 + (−1) + 1 + · · ·︸ ︷︷ ︸
ai

(pi ≡ −1)

3



∴

{
σ(p1

a1) ≡ 2 ⇒ p1 ≡ a1 ≡ 1

σ(pi
ai) ≡ ±1 ⇒ ai ≡ 0, 2

故に成り立つ。■

4



【ラグランジュの 4平方定理】

pを 3以上の素数とする。次を示せ。ただし (5), (6)では以下の恒等式 (∗)を用いてよい。

(1) 02, 12, · · · ,
(
p− 1
2

)2
を pで割った余りは互いに異なる。

(2) ある整数 a, b
(
0 5 a 5 p− 1

2
, 0 5 b 5 p− 1

2

)
を取ると、a2 + b2 + 1は pの倍数

(3) a2 + b2 + 1 < p2

(4) ある自然数 k (2 5 k 5 p− 1)を取ると、pk =
4∑

i=1

ai
2 (aiは 0以上の整数)と表せると仮定する。

aiを kで割った余りを ri

(
− k

2
< ri 5 k

2

)
(i = 1 ∼ 4)とする。

k′ := 1
k

4∑
i=1

ri
2

この時、k′は k − 1以下の自然数。

(5) pk′ =
4∑

i=1

a′i
2
(a′iは 0以上の整数)と表せる。

(6) 任意の自然数 nは n =
4∑

i=1

ai
2 (aiは 0以上の整数)と表せる。

(∗)
4∑

i=1

xi
2

4∑
i=1

yi
2 = (x1y1 + x2y2 + x3y3 + x4y4)

2

+ (x1y2 − x2y1 + x3y4 − x4y3)
2

+ (x1y3 − x2y4 − x3y1 + x4y2)
2

+ (x1y4 + x2y3 − x3y2 − x4y1)
2

(pr.)

(1)

0 5 i 5 p− 1
2

, 0 5 j 5 p− 1
2

, i2 ≡ j2 (mod p)とする。

0 ≡ i2 − j2 = (i+ j)(i− j)

p :素数より、i+ j ≡ 0 or i− j ≡ 0

0 5 i+ j 5 p− 1, |i− j| 5 p− 1
2
より、i = j

故に 02, 12, · · · ,
(
p− 1
2

)2
を pで割った余りは互いに異なる。

(2){
02, 12, · · · ,

(
p− 1
2

)2}
,

{
−02 − 1,−12 − 1, · · · ,−

(
p− 1
2

)2
− 1

}
において、

和集合の要素の個数は p+ 1,各集合では要素は互いに合同でない。

故に、部屋割り論法より、ある整数 a, b
(
0 5 a 5 p− 1

2
, 0 5 b 5 p− 1

2

)
を取ると、

a2 ≡ −b2 − 1

この時 a2 + b2 + 1 ≡ 0

故に a2 + b2 + 1は pの倍数である。

(3)

a2 + b2 + 1 5
(
p− 1
2

)2
+
(
p− 1
2

)2
+
(
p− 1
2

)2
< 4

(
p
2

)2
= p2

∴a2 + b2 + 1 < p2

(4)
4∑

i=1

ri
2 ≡

4∑
i=1

ai
2 (mod k)

= pk
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≡ 0 (mod k)

故に k′は整数である。

kk′ =
4∑

i=1

ri
2

5 4
(
k
2

)2
= k2

∴k′ 5 k

k′ = kと仮定する。

ri =
k
2

(i = 1 ∼ 4)

故に ai = kui +
k
2

(uiは整数)と表せる。

pk =
4∑

i=1

ai
2

=
4∑

i=1

(
kui +

k
2

)2
= k2

{
4∑

i=1

(ui
2 + ui) + 1

}
∴p = k

{
4∑

i=1

(ui
2 + ui) + 1

}
これは pは奇数, kは偶数に矛盾。

∴k′ 5 k − 1

k′ = 0と仮定する。

ri = 0 (i = 1 ∼ 4)

故に ai = kvi (viは整数)と表せる。

pk =
4∑

i=1

ai
2

=
4∑

i=1

(kvi)
2

= k2
4∑

i=1

vi
2

∴p = k
4∑

i=1

vi
2

これは p :素数, 2 5 k 5 p− 1に矛盾。

∴k′ \= 0

故に k′は k − 1以下の自然数。

(5)
4∑

i=1

ai
2

4∑
i=1

ri
2 = (a1r1 + a2r2 + a3r3 + a4r4)

2

+ (a1r2 − a2r1 + a3r4 − a4r3)
2

+ (a1r3 − a2r4 − a3r1 + a4r2)
2

+ (a1r4 + a2r3 − a3r2 − a4r1)
2

ここで、

a1r1 + a2r2 + a3r3 + a4r4 ≡
4∑

i=1

ai
2 = pk ≡ 0 (mod k)

a1r2 − a2r1 + a3r4 − a4r3 ≡ a1a2 − a2a1 + a3a4 − a4a3 = 0 (mod k)

a1r3 − a2r4 + a3r1 − a4r2 ≡ a1a3 − a2a4 + a3a1 − a4a2 = 0 (mod k)

a1r4 + a2r3 − a3r2 − a4r1 ≡ a1a4 − a2a3 + a3a2 − a4a1 = 0 (mod k)
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故に


a1r1 + a2r2 + a3r3 + a4r4 =: ka′1

a1r2 − a2r1 + a3r4 − a4r3 =: ka′2

a1r3 − a2r4 + a3r1 − a4r2 =: ka′3

a1r4 + a2r3 − a3r2 − a4r1 =: ka′4

(a′iは整数)と表せる。

この時、pk・kk′ = (ka′1)
2 + (ka′2)

2 + (ka′3)
2 + (ka′4)

2

∴pk′ =
4∑

i=1

a′i
2

a′i < 0ならば− a′iを改めて a′iとすることより、これは a′i = 0を満たす。

(6)

(∗)より、nが素数の時を示せばよい。
n = 2の時は、2 = 02 + 02 + 12 + 12より成り立つ。

故に n = p (3以上の素数)の時を示せばよい。これを示す。

(3)より、p− 1以下のある自然数 kを取ると、pk =
4∑

i=1

ai
2

(4)より、k − 1以下のある自然数 k′を取ると、pk′ =
4∑

i=1

a′i
2

同様にこの操作を繰り返していくと、1 5 k′ < kより、k(p−1) = 1

∴p =
4∑

i=1

(
a
(p−1)
i

)2
■
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【素数の逆数和】

素数の逆数和は発散することを、次の手順で示せ。

n番目の素数を pnとする。
∞∑
i=1

1
pi
は収束すると仮定する。

∞∑
i=1

1
pi

−
N∑
i=1

1
pi

< 1
2
を満たす自然数N を取る。

nを自然数とする。

an := (n以下の自然数の内、全ての素因数が pN以下のものの個数), bn := n− anとする。

(1) an 5 2N
√
n

(2) bn < 1
2
n

(3)
∞∑
i=1

1
pi

= ∞

(pr.)

(1)

n以下の自然数の内全ての素因数が pN以下のものを u2v (vの素因数の指数は全て 1)と表す。

u2 5 u2v 5 nより u 5 √
n,故に uの取り方は高々 [

√
n]通り。

vの取り方は高々2N通り。

∴an 5 [
√
n]2N 5 2N

√
n

(2)

bn <
∞∑

i=N+1

[
n
pi

]
<

∞∑
i=N+1

n
pi

= n
∞∑

i=N+1

1
pi

< 1
2
n

故に成り立つ。

(3)

n = an + bn

< 2N
√
n+ 1

2
n

1
2
n < 2N

√
n

√
n < 2N+1

∴n < 22N+2

両辺を n → ∞とすると矛盾。

∴
∞∑
i=1

1
pi

= ∞■
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【チェビシェフの定理】

任意の自然数 nに対して、n < p 5 2nを満たす素数 pが存在することを、次の手順で示せ。

x > 0, P (x) := (x以下の素数の積)とする。

(1) (x以下の素数の個数) < 1
3
x+ 2

(2)
P (2n− 1)

P (n)
5 2n−1Cn 5 22n−2

(3) x = 3で P (x) < 22x−3

(4) 2nCn > 22n

n
(n = 4)

(5) y =
log x
x
は x = eで減少である。

以下、ある自然数 n = 5を取ると、n < p 5 2nを満たす素数 pが存在しないと仮定する。

pを 2nCnの素因数, apを pの指数とする。

(6) ap =
[logp 2n]∑

i=1

([
2n
pi

]
− 2

[
n
pi

])
(7) p 5 2

3
n

(8) 2nCn < (2n)
1
3

√
2n+2 × 2

4
3n−5

(9) n < 26

(10) 自然数 n 5 63に対して、n < p 5 2nを満たす素数 pが存在する。

(pr.)

(1)

(x以下の素数の個数) 5 (2, 3の倍数でない x以下の自然数の個数) + 1

5
([

x
3

]
+ 1
)
+ 1 (等号成立は xを 6で割った余りが 1, 2, 5)

5 1
3
x+ 2 (等号成立は xが 3の倍数)

故に成り立つ。

(2)

2n−1Cn =
(2n− 1)・(2n− 2)・· · ·・(n+ 1)・n

n・(n− 1)・· · ·・1

この分子には、n+ 1以上 2n− 1以下の全ての素数が現れ、それらは分母と約分できない。

∴
P (2n− 1)

P (n)
= (n+ 1以上 2n− 1以下の素数の積) 5 2n−1Cn

2n−1Cn = 1
2
・2 2n−1Cn

5 1
2

2n−1∑
i=0

2n−1Ci (∵ 2n−1Cn−1 = 2n−1Cn)

= 1
2
(1 + 1)2n−1

= 22n−2

故に成り立つ。

(3)

x = nの時成り立つことを、nに関する数学的帰納法で示す。

n = 3, 4の時、

P (3) = 6 < 23, P (4) = 6 < 25

故に成り立つ。

3 5 n 5 2m− 2の時成り立つと仮定する。(m = 3)

P (2m− 1) = P (m)・
P (2m− 1)

P (m)

< 22m−3・22m−2 (∵仮定, (2))

9



= 24m−5 = 22(2m−1)−3

P (2m) = P (2m− 1) (∵ 2mは素数でない)

< 22(2m−1)−3

< 22・2m−3

故に 2m− 1, 2mの時も成り立つ。

故に x = nの時成り立つ。

∴P (x) = P ([x]) < 22[x]−3 5 22x−3

(4)

nに関する数学的帰納法で示す。

n = 4の時、

8C4 =
8・7・6・5
4・3・2・1

= 70, 4
4

4
= 64より成り立つ。

n− 1以下の時成り立つと仮定する。

2nCn =
2n・(2n− 1)・· · ·・(n+ 1)

n・(n− 1)・· · ·・1

=
(2n− 2)・(2n− 3)・· · ·・n

(n− 1)・(n− 2)・· · ·・1
・

2n・(2n− 1)

n・n

= 2・ 2n− 1
n
・2(n−1)Cn−1

> 2・ 2n− 1
n
・

4n−1

n− 1

= 2・ 2n− 1
n− 1

・
4n−1

n

> 2・2・ 4n−1

n

= 4n

n
故に nの時も成り立つ。

(5)

y′ =
1− log x

x2

x = eで 1− log x < 0より y′ < 0

故に成り立つ。

(6)

2nCn =
(2n)!

n!2

∴ap = ((2n)!の素因数 pの指数)− 2× (n!の素因数 pの指数)

=
∞∑
i=1

(2n以下の piの正の倍数の個数)− 2
∞∑
i=1

(n以下の piの正の倍数の個数)

=
[logp 2n]∑

i=1

[
2n
pi

]
− 2

[logp n]∑
i=1

[
n
pi

]
=

[logp 2n]∑
i=1

([
2n
pi

]
− 2

[
n
pi

])
(7)

p > 2
3
nと仮定する。

p 5 2nであり、n < p 5 2nを満たす pは存在しないから、2
3
n < p 5 n

一方、p2 > 4
9
n2 > 2n (∵ n = 5)より、[logp 2n] 5 1

∴ap 5
[
2n
p

]
− 2

[
n
p

]
(∵ [logp 2n] 5 1)

= 2− 2・1

(
∵ 2 5 2n

p
< 3, 1 5 n

p
< 3

2

)
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= 0,これは矛盾。

∴p 5 2
3
n

(8)

ap =
[logp 2n]∑

i=1

([
2n
pi

]
− 2

[
n
pi

])
5 [logp 2n]

(
∵ [2x]− 2[x] =

{
0 (x− [x] < 0.5)

1 (x− [x] = 0.5)

)
5 logp 2n

∴pap 5 2n

特に、p >
√
2n ⇒ ap < logp p

2 = 2

∴ 2nCn = (素因数が
√
2n以下の部分)・

P
(

2
3 n
)

P
(√

2n
)

< (2n)
1
3

√
2n+2・

22・
2
3n−3

2・3
(∵ (1), (3),

√
2n > 3)

< (2n)
1
3

√
2n+2・2

4
3n−5

(9)

(4), (8)より 22n

n
< 2nCn < (2n)

1
3

√
2n+2・2

4
3n−5

両辺に logを取ると、2n log 2− log n <
(
1
3

√
2n+ 2

)
(log 2 + log n) +

(
4
3
n− 5

)
log 2

整理すると、
2
3
n log 2 < 1

3

√
2n log 2n+ 3 log n

2

両辺を
3
n
倍すると、2 log 2 <

√
2
n

log 2n+ 9
n

log n
2

∴
√
2・

log
√
n√

n
+ 9

4
・

log n
2

n
2

+
log 2√
2n

> log 2

左辺を f(n)とする。

(5)より、f(n)は n = max{e2, 2e} = 7.3 · · ·で減少である。
26 > e2であり、

f(26) =
√
2・

3 log 2
8

+ 9
4
・

5 log 2
32

+
log 2

8
√
2

=
45 + 56

√
2

128
log 2

< 45 + 56× 1.42
128

log 2

= 124.52
128

log 2 < log 2

∴n < 26 = 64

(10)

p = 2 ⇒ n = 1

p = 3 ⇒ n = 2

p = 5 ⇒ n = 3, 4

p = 7 ⇒ n = 4 ∼ 6

p = 13 ⇒ n = 7 ∼ 12

p = 23 ⇒ n = 12 ∼ 22

p = 43 ⇒ n = 22 ∼ 42

p = 83 ⇒ n = 42 ∼ 82■
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【ピタゴラス数】

x2 + y2 = z2の自然数解 (x, y, z)をピタゴラス数という。

特に x, y, zが互いに素のものを原始ピタゴラス数という。

・ピタゴラス数 (x, y, z)が原始的⇔ x, y, zの内のある 2個が互いに素

(x, y, z)を原始ピタゴラス数とする。

(1) x− yは奇数

(2) 以下、x :奇数, y :偶数とする。

z + x =: 2m2, z − x =: 2n2 (m,nは互いに素な自然数,m > n,m− nは奇数)と表せる。

(3) (x, y, z) = (m2 − n2, 2mn,m2 + n2)

(pr.)

(1)

(x, y, z)は原始的より (x, yは互いに素),故に x, yの少なくとも一方は奇数である。

x, yは奇数と仮定する。

x ≡ ±1, y ≡ ±1 (mod 4) (複号任意)

∴z2 = x2 + y2 ≡ 2 (mod 4),これは z2 ≡

{
0 (z :偶数)

1 (z :奇数)
(mod 4)に矛盾。

故に x− yは奇数。

(2)

y =: 2y′ (y′は自然数)とする。

4y′
2
= y2

= (z + x)(z − x)

z + xと z − xの偶奇は一致するから、z + x =: 2a, z − x =: 2b (a, b :自然数)

z = a+ b, x = a− bは互いに素だから、a, bは互いに素, a− bは奇数。

4y′
2
= 2a・2b,∴y′2 = ab

a, bは互いに素より a =: m2, b =: n2 (m,n :自然数)

この時、

z + x = 2m2, z − x = 2n2

a, bは互いに素よりm,nは互いに素

0 < x = a− b = m2 − n2よりm > n

(m+ n)(m− n) = a− b :奇数よりm− n :奇数

(3)

2z = 2m2 + 2n2,∴z = m2 + n2

2x = 2m2 − 2n2,∴x = m2 − n2

y2 = (z + x)(z − x)

= 2m2・2n2

= (2mn)2

∴y = 2mn■

・自然数 a, b (a > b)について、a+ b, a− bが互いに素⇔ a, bは互いに素, a− bは奇数

(pr.)

(⇒)

a =: ga′, b =: gb′ (g := gcd(a, b))とする。

a+ b = g(a′ + b′), a− b = g(a′ − b′)は互いに素より g = 1

故に a, bは互いに素。

a+ b, a− bは互いに素で偶奇が一致するから、共に奇数。

(⇐)

a+ b =: gu, a− b =: gv (g := gcd(a+ b, a− b))とする。
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2a = g(u+ v), 2b = g(u− v)

ここで、gv = a− b :奇数より g :奇数

故に u+ v =: 2k, u− v =: 2l (k, l :自然数)とおける。

この時 2a = g・2k, 2b = g・2l

∴a = gk, b = gl

a, bは互いに素より g = 1

故に a+ b, a− bは互いに素。■

・自然数の組 (x, y, z)が原始ピタゴラス数

⇔ (x, y, z) = (m2 − n2, 2mn,m2 + n2) or (2mn,m2 − n2,m2 + n2)

(m,nは互いに素な自然数,m > n,m− nは奇数)と表せる

・x or yは 4の倍数

・xyは 3の倍数

・xyzは 5の倍数

直角 3角形の面積

(x, y, z)をピタゴラス数とする。

この時、S := 1
2
xyは平方数でない。

(pr.)

あるピタゴラス数 (x, y, z)を取ると、S = 1
2
xyは平方数と仮定する。

(x, y, z)の内 S が最小のものを取る。

x =: gx′, y =: gy′, z =: gz′ (g := gcd(x, y, z))

(gx′)2 + (gy′)2 = (gz′)2より x′2 + y′
2
= z′

2

S = 1
2
x′y′・g2は平方数より、S′ := 1

2
x′y′は平方数, S = g2S′ = S′

故に、S の最小性より g = 1

(x, y, z) =: (m2 − n2, 2mn,m2 + n2) (m,nは互いに素な自然数,m > n,m− nは奇数)

S = mn(m+ n)(m− n)は平方数

m,n,m+ n,m− nのどの 2つも互いに素より、

m =: z′
2
, n =: k2,m+ n =: a2,m− n =: b2 (k, a, b :自然数)

(a+ b)(a− b) = a2 − b2

= 2n

= 2k2

a+ b, a− bは偶奇が一致するから、(a+ b, a− b) =: (2u2, 4v2), (4v2, 2u2) (u, v :自然数)

この時、(a, b) = (u2 + 2v2,±(u2 − 2v2))

z′
2
= m

= 1
2
(a2 + b2)

= 1
2
{(u2 + 2v2)2 + (u2 − 2v2)2}

= (u2)2 + (2v2)2

故に、x′ := u2, y′ := 2v2とすると、x′2 + y′
2
= z′

2 · · · 1©

S′ := 1
2
x′y′

= (uv)2 · · · 2©

= 1
8
(a+ b)(a− b)

= 1
8
・2n

< n

< S · · · 3©
1©, 2©, 3©は S の最小性に矛盾。
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故に S = 1
2
xyは平方数でない。■

4次のフェルマー最終定理

x4 + y4 = z4の自然数解 (x, y, z)は存在しない。

(pr.)

x4 + y4 = z4の自然数解 (x, y, z)が存在すると仮定する。

(x, y, z)の内 zが最小のものを取る。この時 x, y, zは互いに素。

w := z2

(x2, y2, w) =: (m2 − n2, 2mn,m2 + n2) (m,nは互いに素な自然数,m > n,m− nは奇数)

m :偶数, n :奇数と仮定すると、

x2 = m2 − n2 ≡ −1 (mod 4),これは x2 ≡

{
0 (x :偶数)

1 (x :奇数)
(mod 4)に矛盾。

∴m :奇数, n :偶数

y2 = 2mn, (m,nは互いに素)より、m =: w′2, n =: 2v2 (w′, v :自然数)の形である。

x2 = m2 − n2

= (w′2)2 − (2v2)2

∴x2 + (2v2)2 = (w′2)2

(x, 2v2, w′2) =: (k2 − l2, 2kl, k2 + l2) (k, lは互いに素な自然数, k > l, k − lは奇数)

v2 = kl, (k, lは互いに素)より、k =: x′2, l =: y′
2
(x′, y′ :自然数)の形である。

w′2 = k2 + l2

= x′4 + y′
4 · · · 1©

w = m2 + n2

> m

= w′2

= w′ · · · 2©
1©, 2©は wの最小性に矛盾。

故に、x4 + y4 = z4の自然数解 (x, y, z)は存在しない。■
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【Z[
√
3i]の一意分解整域性】

本章で登場する文字は全て整数とする。

補題 1

a, bは互いに素とする。

p = c2 + 3d2は a2 + 3b2の約数であるとする。

(1) a2 + 3b2

p
=
(
ac± 3bd

p

)2
+ 3
(
ad∓ bc

p

)2
(複号は同順, and)

(2) c = d = 1 ⇒ ac± 3bd
p

, ad∓ bc
p

は整数 (複号同順)

(3) p :素数⇒ ac± 3bd
p

, ad∓ bc
p

は整数 (複号同順)

(4) a2 + 3b2 = 4δm ((δ = 0, 1),m :奇数)の形である。

(5) pはα2 + 3β2の形でない奇素因数とする。

この時、
a2 + 3b2

p
はα2 + 3β2の形でない奇素因数を持つ。

(pr.)

(1)

(ac± 3bd)2 + 3(ad∓ bc)2 = a2c2 ± 6abcd+ 9b2d2 + 3(a2d2 ∓ 2abcd+ b2c2)

= a2c2 + 3a2d2 + 3b2c2 + 9b2d2

= (a2 + 3b2)(c2 + 3d2)

∴
a2 + 3b2

p
=
(
ac± 3bd

p

)2
+ 3
(
ad∓ bc

p

)2
(2)

a, bは互いに素, a2 + 3b2は 4の倍数より、a, bは奇数。

∴4 | a∓ b

故に、
a± 3b

4
, a∓ b

4
は整数。

(3)

(ad+ bc)(ad− bc) = d2(a2 + 3b2)− b2(c2 + 3d2)

p = c2 + 3d2は a2 + 3b2の素因数より、p | (ad∓ bc)

(a2 + 3b2)p = (ac± 3bd)2 + 3(ad∓ bc)2

∴p | (ac± 3bd)

故に、
ac± 3bd

p
, ad∓ bc

p
は整数。

(4)

(a2, b2) ≡ (0, 1), (1, 0), (1, 1) (mod 4)

∴a2 + 3b2 ≡ 0, 1, 3 (mod 4)

(a2, b2) ≡ (0, 1), (1, 0), (1, 4), (4, 1) (mod 8)

∴a2 + 3b2 ≡ 1, 3 (mod 8)

故に成り立つ。

(5)

対偶 :「 a2 + 3b2

p
の奇素因数はα2 + 3β2の形⇒ p = α2 + 3β2の形」を示す。

a2 + 3b2

p
=: 4δp1 · · · pn (pk = αk

2 + 3βk
2 :奇素数)

a2 + 3b2

4δ
= pp1 · · · pn

(1), (3)より、pp2 · · · pn =
an

2 + 3bn
2

p1
=: γ1

2 + 3δ1
2

pp3 · · · pn =
γ1

2 + 3δ1
2

p2
=: γ2

2 + 3δ2
2
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...

p =
γn−1

2 + 3δn−1
2

pn
=: γn

2 + 3δn
2■

定理 1

a, bは互いに素とする。pを a2 + 3b2の奇素因数とする。

(1) a, bを pで割った余りをそれぞれ r, s
(
|r| < p

2
, |s| < p

2

)
とする。

この時、r2 + 3s2は pの倍数, l := r2 + 3s2

p
< p

(2) r =: ga′, s =: gb′ (g := gcd(r, s)), k′ := l
g2
とする。

この時、a′
2
+ 3b′

2
= pk′, k′は自然数, k′ < p

(3) p = α2 + 3β2の形である。

(4) a2 + 3b2 = (α1
2 + 3β1

2) · · · (αn
2 + 3βn

2) (αk
2 + 3βk

2 = 4 or 奇素数)の形である。

(pr.)

(1)

a2 + 3b2 =: pk

a =: pc+ r

b =: pd+ s

r2 + 3s2 = (a− pc)2 + 3(b− pd)2

= (a2 + 3b2)− 2p(ac+ 3bd) + p2(c2 + 3d2)

= p{k − 2(ac+ 3bd) + p(c2 + 3d2)}
= pl

pl = r2 + 3s2

<
(
p
2

)2
+ 3

(
p
2

)2
= p2

∴ l < p

(2)

g2 | r2 + 3s2 = pl

p | g ⇒ p 5 gcd(a, b) = 1より p \| g
∴g2 | l,故に k′は整数。

(ga′)2 + 3(gb′)2 = p・g2k′

∴a′
2
+ 3b′

2
= pk′, k′ 5 l < p

(3)

pはα2 + 3β2の形でないと仮定する。

a2 + 3b2の奇素因数 pはα2 + 3β2の形でない。

a′
2
+ 3b′

2
= pk′, (a′, b′は互いに素),補題 1(5)より、

k′はα2 + 3β2の形でない奇素因数 p′を持つ。

ここで、p′ 5 k′ < p

同様に、p(n) > p(n+1) > · · · = 1,これは矛盾。

故に、p = α2 + 3β2の形である。

(4)

補題 1(4)より、a2 + 3b2 = 4δp1 · · · pn (pi :奇素数)

故に、4 = 12 + 3・12, (3)より、a2 + 3b2 = (α1
2 + 3β1

2) · · · (αn
2 + 3βn

2)の形である。■

補題 2

p = c2 + 3d2とすると、

a+
√
3ib = (c±

√
3id)

(
ac± 3bd

p
+
√
3i・∓ad+ bc

p

)
(複号は and,同順)
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(pr.)

(c±
√
3id){(ac± 3bd) +

√
3i(∓ad+ bc)}

= ac2 ± 3bcd± 3(−1)d(∓ad+ bc) +
√
3i{c(∓ad+ bc)± d(ac± 3bd)}

= ac2 + 3ad2 +
√
3i(bc2 + 3bd2)

= (a+
√
3ib)(c2 + 3d2)

∴a+
√
3ib = (c±

√
3id)

(
ac± 3bd

p
+
√
3i・∓ad+ bc

p

)
定理 2

a, bは互いに素とする。

a2 + 3b2 =: (α1
2 + 3β1

2) · · · (αn
2 + 3βn

2) (αk
2 + 3βk

2 = 4 or 奇素数)

この時、a+
√
3ib = ±(α1 ±

√
3iβ1) · · · (αn ±

√
3iβn) (複号任意)

この因数分解は、因数の符号,順序を除いて一意的である。共役な因数を持たない。

(pr.)

(可能の pr.)

補題 2より、a+
√
3ib =: (α1 ±

√
3iβ1)(a1 +

√
3ib1) =: zの形である。

zz = a2 + 3b2 = (α1
2 + 3β1

2)(a1
2 + 3b1

2)

∴a1
2 + 3b1

2 = (α2
2 + 3β2

2) · · · (αn
2 + 3βn

2)

∴a1 +
√
3ib1 =: (α2 ±

√
3iβ2)(a2 +

√
3ib2)

...

an−1
2 + 3bn−1

2 = αn
2 + 3βn

2

an−1 +
√
3ibn−1 =: (αn ±

√
3iβn)(an +

√
3ibn)

an−1
2 + 3bn−1

2 = (αn
2 + 3βn

2)(an
2 + 3bn

2)

∴an
2 + 3bn

2 = 1

∴an = ±1, bn = 0

∴a+
√
3ib = ±(α1 ±

√
3iβ1) · · · (αn ±

√
3iβn)

(一意性の pr.)

(α1 +
√
3iβ1) · · · (αn +

√
3iβn) = (γ1 +

√
3iδ1) · · · (γm +

√
3iδm)

(αj
2 + 3βj

2, γk
2 + 3δk

2 = 4 or 奇素数)とする。

(α1
2 + 3β1

2) · · · (αn
2 + 3βn

2) = (γ1
2 + 3δ1

2) · · · (γm2 + 3δm
2)

素因数分解の一意性より、n = m,因数の順序を適当に並び替えるとαk
2 + 3βk

2 = γk
2 + 3δk

2

αk, βkは互いに素,補題 2より、αk +
√
3iβk =: (γk ±

√
3iδk)(e+

√
3if)の形である。

αk
2 + 3βk

2 = (γk
2 + 3δk

2)(e2 + 3f2)

e2 + 3f2 = 1

∴e = ±1, f = 0

∴ αk +
√
3iβk = ±(γk +

√
3iδk)

(非共役の pr.)

αk +
√
3iβk, αk −

√
3iβkは a+

√
3ibの因数と仮定する。

a+
√
3ib = (αk

2 + 3βk
2)(c+

√
3id)の形である。

∴gcd(a, b) = αk
2 + 3βk

2 > 1,これは (a, bは互いに素)に矛盾。

故に a+
√
3ibは共役な因数を持たない。■

定理 3

a, bは互いに素, a2 + 3b2は立方数

この時、ある u, vをとると、a+
√
3ib = (u+

√
3iv)3

(pr.)

a2 + 3b2 =: (α1
2 + 3β1

2)3 · · · (αn
2 + 3βn

2)3 (αi
2 + 3βi

2 = 4 or 奇素数)

この時、a+
√
3ib = ±{±(α1 ±

√
3iβ1)

3} · · · {±(αn ±
√
3iβn)

3} (複号任意)
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= {±(α1 ±
√
3iβ1) · · · (αn ±

√
3iβn)}3

=: (u+
√
3iv)3■

3次のフェルマー最終定理

x3 + y3 = z3の整数解 (x, y, z) (xyz \= 0)は存在しない。

(pr.)

x3 + y3 = z3の整数解 (x, y, z) (xyz \= 0)が存在すると仮定する。

(x, y, z)の内 x, y, zが互いに素であるものを取る。

x, y, zの内 1つだけが偶数である。x3 + y3 + (−z)3 = 0より x, y :奇数, z :偶数としてよい。

さらに (x, y, z)の内 |z|が最小のものを取る。
x+ y =: 2a, x− y =: 2bとする。

z3 = x3 + y3

= (a+ b)3 + (a− b)3

= 2a(a2 + 3b2)

(x = a+ b, y = a− bは互いに素), y = a− bは奇数より、a, bは互いに素。

z3は 8の倍数, a2 + 3b2は奇数より、aは 4の倍数, bは奇数。

∴gcd(2a, a2 + 3b2) = gcd(a, a2 + 3b2)

= gcd(a, 3b2)

= gcd(a, 3)

= 1, 3

1◦ gcd(2a, a2 + 3b2) = 1と仮定する。

z3 = 2a(a2 + 3b2)より、2a =: s3, a2 + 3b2 =: t3の形である。

定理 3より、ある u, vを取ると、

{
a = u(u+ 3v)(u− 3v)

b = 3v(u+ v)(u− v)

ここで (u, vは互いに素), u : 4の倍数, u : 3の倍数でない, v :奇数

s3 = 2u(u+ 3v)(u− 3v)

gcd(2u, u± 3v) = gcd(u, u± 3v)

= gcd(u, 3v)

= gcd(u, 3)

= 1

gcd(u+ 3v, u− 3v) = gcd(6v, u+ 3v)

= gcd(3v, u+ 3v)

= gcd(u, 3v)

= 1

故に、2u =: z′
3
, u+ 3v =: y′

3
, u− 3v =: x′3の形である。

x′3 + y′
3
+ (−z′)3 = (u− 3v) + (u+ 3v) + (−2u) = 0 · · · 1©

|z|3 = 2|a|(a2 + 3b2)

= 2|u||u+ 3v||u− 3v|(a2 + 3b2)

= |z′3||u+ 3v||u− 3v|(a2 + 3b2)

= 3|z′|3

> |z′|3

∴ |z| > |z′| · · · 2©
1©, 2©は |z|の最小性に矛盾。
∴gcd(2a, a2 + 3b2) \= 1

2◦ gcd(2a, a2 + 3b2) = 3と仮定する。

a =: 3a′とする。(a′, b :互いに素), a′ : 4の倍数, b : 3の倍数でない。

z3 = 2(a2 + 3b2)
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= 18a′(3a′
2
+ b2)

18a′, 3a′
2
+ b2は互いに素より、18a′ =: s3, 3a′

2
+ b2 =: t3の形である。

定理 3より、ある u, vを取ると、

{
b = u(u+ 3v)(u− 3v)

a′ = 3v(u+ v)(u− v)

ここで (u, vは互いに素), u :奇数, u : 3の倍数でない, v : 4の倍数

2v(u+ v)(u− v) = 2
3
a′

=
(
s
3

)3
ここで

gcd(2v, u± v) = gcd(v, u± v)

= gcd(u, v)

= 1

gcd(u+ v, u− v) = gcd(2v, u+ v)

= gcd(v, u+ v)

= gcd(u, v)

= 1

故に、2v =: z′
3
, u+ v =: y′

3
, u− v =: x′3の形である。

x′3 + y′
3
+ (−z′)3 = (u− v) + (u+ v) + (−2u) = 0 · · · 1©

|z|3 = 18|a′|(3a′2 + b2)

= 18・3|v||u+ v||u− v|(a2 + 3b2)

= 27|z′3||u+ v||u− v|(a2 + 3b2)

= 27・3|z′|3

> |z′|3

∴ |z| > |z′| · · · 2©
1©, 2©は |z|の最小性に矛盾。
∴gcd(2a, a2 + 3b2) \= 3

故に、x3 + y3 = z3の整数解 (x, y, z)は存在しない。■
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【原始ピタゴラス数の分類】

原始ピタゴラス数 (x, y, z)は

(x, y, z) = (m2 − n2, 2mn,m2 + n2) (m,nは互いに素な自然数, m > n, m− nは奇数)

で表せることは分かった。これにより, 原始ピタゴラス数全体を分類したい。

そこで, (m,n) \= (2, 1)の「退化」を次で定義する :

2辺が n,mの長方形と 2辺が n, 2nの長方形の内, 含む方から含まれる方を除いてできる長方形 (対称差) の

短辺を n′, 長辺をm′ とする。

具体的には, 次の通りである :

(m′, n′) :=


(2n−m,n)

(
m
n

< 2
)

(m− 2n, n)
(
2 < m

n
< 3
)

(n,m− 2n)
(
m
n

> 3
)

(1) m′, n′ は互いに素な自然数, m′ > n′, m′ − n′ は奇数

(2) m′ < m

(3) (m,n)に「退化」を繰り返していくと, 有限回で (2, 1)になる。

(4) 「退化」の
(
m
n

< 2
)
,
(
2 < m

n
< 3
)
,
(
m
n

> 3
)
への制限は, 全単射である。

(証明)

(1) はユークリッドの互除法, 仮定より, (2) はm > nより成り立つ。

(3) m > nより有限回で n = 1になる。

このとき偶奇性より (2k, 1) (kは自然数) である。故に成り立つ。

(4) (m′, n′) = (2n−m,n)の逆写像は (m,n) = (2m′ − n′,m′)で, これは m
n

< 2などを満たす。

(m′, n′) = (m− 2n, n)の逆写像は (m,n) = (2m′ + n′,m′)で, これは 2 < m
n

< 3などを満たす。

(m′, n′) = (n,m− 2n)の逆写像は (m,n) = (m′ + 2n′, n′)で, これは m
n

> 3などを満たす。■

故に, 全ての (m,n)は, (2, 1)に「退化」の逆写像「添加」を有限回施すことで, 重複なく得られる。

このことを原始ピタゴラス数 (x, y, z)で表示すると次の通りである :

全ての原始ピタゴラス数 t(x, y, z)は, t(3, 4, 5)に次の行列を左から有限回掛けることで, 重複なく得られる :

U =

1 −2 2
2 −1 2
2 −2 3

 , A =

1 2 2
2 1 2
2 2 3

 , D =

−1 2 2
−2 1 2
−2 2 3

 //

・「添加」uは斜辺− (偶数の辺)を保つ

・「添加」aは直角をはさむ 2辺の差を (−1)倍にする

・「添加」dは斜辺− (他の奇数の辺)を保つ

(操作の分数表示)

(m,n)の操作は, 既約分数 m
n
に対応させると, 簡単な計算で求められる。

u−1 : m
n

7→ 1
2− m

n

(
m
n

< 2
)

a−1 : m
n

7→ 1
m
n − 2

(
2 < m

n
< 3
)

d−1 : m
n

7→ m
n

− 2
(
m
n

> 3
)

<例 >

(a, b, c) = (115, 252, 277)への (3, 4, 5)からの「添加」列を求める。

(m,n) =

(√
277 + 115

2
,

√
277− 115

2

)
= (14, 9)

14
9

u−1

7→ 1
2− 14

9

= 9
4
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a−1

7→ 1
9
4 − 2

= 4
1

d−1

7→ 4
1

− 2 = 2
1

∴ (2, 1)
d7→ (4, 1)

a7→ (9, 4)
u7→ (14, 9)

∴ (3, 4, 5)
d7→ (15, 8, 17)

a7→ (65, 72, 97)
u7→ (115, 252, 277) //

<原始ピタゴラス数の三分木 >

(3, 4, 5)

(5, 12, 13)

(7, 24, 25)

(9, 40, 41)

(105, 88, 137)

(91, 60, 109)

(55, 48, 73)

(105, 208, 233)

(297, 304, 425)

(187, 84, 205)

(45, 28, 53)

(95, 168, 193)

(207, 224, 305)

(117, 44, 125)

(21, 20, 29)

(39, 80, 89)

(57, 176, 185)

(377, 336, 505)

(299, 180, 349)

(119, 120, 169)

(217, 456, 505)

(697, 696, 985)

(459, 220, 509)

(77, 36, 85)

(175, 288, 337)

(319, 360, 481)

(165, 52, 173)

(15, 8, 17)

(33, 56, 65)

(51, 140, 149)

(275, 252, 373)

(209, 120, 241)

(65, 72, 97)

(115, 252, 277)

(403, 396, 565)

(273, 136, 305)

(35, 12, 37)

(85, 132, 157)

(133, 156, 205)

(63, 16, 65)
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