
【8】(1) AD // BCを満たす台形ABCDにおいて、対角線の交点をOとす A

B C

D

O
E F

る。Oを通り ADに平行な直線と AB,CDの交点をそれぞれ E,Fとする。

この時、次の (i), (ii)を証明せよ。

(i) OE = OF

(ii) 1
AD

+ 1
BC

= 2
EF

放物線 P の焦点を F,準線を `,頂点を Oとする。次の (2) ∼ (4)を証明せよ。

(2) P 上に 2点 P,Qを、PQが P の焦点弦であるように取る。

この時、
1
PF

+ 1
QF
は Pの位置に依らない一定値である。
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Q

(3) P 上に 4点 P,Q,R,Sを、PQ,RSが P の焦点弦,PQ ⊥ RSであるように取る。

この時、
1
PQ

+ 1
RS
は Pの位置に依らない一定値である。
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(4) P 上に Oと異なる 2点 P,Qを、∠POQ = 90◦を満たすように取る。

この時、PQと P の軸の交点 Aは Pの位置に依らない。

P

P

Q

O

A

2



[解答]

(1) (i)

台形 ABCDの高さを hとする。A

B C

D

E F
O

h

AD // BCより4ABC = 4DBC,∴4ABO = 4DCO

∴
2 1

1
・OE・h =

2 1

1
・OF・h

∴OE = OF

(ii)

AE : EB = p : qとする。A

B C

D
p©

q©

E F
O

EO
AD

=
q

p+ q
· · · 1©, EO

BC
=

p
p+ q

· · · 2©

1©+ 2©より、EO
AD

+ EO
BC

= 1

∴
1

AD
+ 1

BC
= 1

EO

= 2
2EO

= 2
EF

(∵ (i))

以下、点 Xから `に下ろした垂線の足を X′で表す事にする。

(2)

P

F

F′ `

P

Q
O

P′ Q′

◦

◦ ×

×

PF : QF = PP′ : QQ′,OF = OF′,故に、(1)(i)より Oは PQ′と QP′の交点である。

故に、(1)(ii)より 1
PF

+ 1
QF

= 1
PP′ + 1

QQ′ = 2
FF′ ,これは Pの位置に依らない。
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(3)

P

F

F′ `

P

Q

SM

N

R

M′ N′

PQ,RSの中点をそれぞれM,Nとする。

足焦定理より、3点M′,R,F, 3点 N′,Q,Fはそれぞれ同一直線上に有る。

∴
1
PQ

+ 1
RS

= 1
2MM′ + 1

2NN′ (∵【7】(1))

= 1
2

(
1

MM′ + 1
NN′

)
= 1

2
・

1
FF′ (∵ (1))

= 1
2FF′

これは Pの位置に依らない。
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(4)

P

F

F′ `

P

Q

M

N

O

A

M′ N′

R

S
B

C

OP,OQの中点をそれぞれM,Nとする。

直線M′Mと直線 N′F,直線 N′Nと直線M′Fの交点をそれぞれ R,Sとする。

直線 FF′とMN,RSの交点をそれぞれ B,Cとする。

足焦定理よりM′F ⊥ OP,N′F ⊥ OQ

故に、∠POQ = 90◦より、OM // FR,ON // FS

故に、RM // FO // SNより、4角形 RMOF, 4角形 SNOFは平行 4辺形である。

∴4OMN ≡ 4FRS (2辺夾角相等)

∴OB = FC

∴OA = 2OB (中点連結定理)

= 2FC

= 2FF′ (∵ (1)(i))

これは Pの位置に依らない。

故に Aは Pの位置に依らない。■
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