
【7】 放物線 P の焦点を F,準線を `,頂点を Oとする。次の (1) ∼ (3)を証明せよ。

(1) P 上に 2点 P,Qを、PQが P の焦点弦 (Fを通る弦)であるように取る。PQの中点をMとして、Mから `

に下ろした垂線の足をM′とする。

この時、MM′ = PM
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(2) P 上に 2点 P,Qを、PQが P の焦点弦であるように取り、PQの中点をMとする。

この時、PM2 −OM2 = 3OF2
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(3) P 上に 4点P,Q,R, Sを、PQ,RSがP の焦点弦であるように取る。PQ,RSを直径とする円をそれぞれC1, C2

とする。

この時、C1, C2の根軸 (2つの交点を通る直線)は Oを通る。

(C1と C2が 2点で交わる事は既知とする。)
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[解答]

点 Xから `に下ろした垂線の足を X′で表す事にする。
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MM′ = 1
2
(PP′ +QQ′) = 1

2
(PF + QF) = 1

2
PQ = PM
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4MF′Fにおいて、MF′2 +MF2 = 2(OM2 +OF2) (中線定理) · · · 1©
ここで、MF′2 = M′M2 +M′F′2 · · · 2©
足焦定理より∠M′FM = 90◦,∴MF2 = M′M2 −M′F2 · · · 3©
2©, 3©を 1©に代入すると、(M′M2 +M′F′2) + (M′M2 −M′F2) = 2(OM2 +OF2)

∴2MM′2 +M′F′2 −M′F2 = 2(OM2 +OF2) · · · 4©
ここで、M′F2 −M′F′2 = FF′2 = (2OF)2 = 4OF2 · · · 5©
(1)よりMM′ = PM · · · 6©
5©, 6©を 4©に代入すると、2PM2 − 4 2OF2 = 2(OM2 +OF2)

∴PM2 − 2OF2 = OM2 +OF2

∴PM2 −OM2 = 3OF2
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(3)
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PQ,RSの中点をそれぞれM,Nとする。

C1と C2の交点の内、Oでない方の 1つを U,もう一方を Vとする。

(1)より PM2 −OM2 = 3OF2 = RN2 −ON2

∴MU2 −MO2 = NU2 −NO2

故に、U \= O,【3】(1)より、MN ⊥ UO · · · 1©
一方、4UMN ≡ 4VMNよりMN ⊥ UV · · · 2©
1©, 2©より、Oは直線 UV上に有る。■
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