
【5】 [双対相似定理]

4ABD∽ 4CADであり、この 2つが直線 ADに関して反対であるとする。

直線 ADと4ABCの外接円の交点の内、Aでない方を Eとする。辺 BCの中点をMとする。

次の (1) ∼ (4)を証明せよ。

(1) 4BED∽ 4ECD

(2) AD = ED

(3) 4ABM∽ 4BEM

(4) DB +DC = MA+ME
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[解答]

(1)

∠EBC = ∠EAC (

(

ECに対する円周角)A

B C

D

E

•

•

•

= ∠DBA (∵ 4ABD∽ 4CAD)

∴∠DBE = ∠ABC

= ∠DEC (

(

ACに対する円周角)

∴∠DBE = ∠DEC · · · 1©
同様に∠DCE = ∠DEB · · · 2©
1©, 2©より4BED∽ 4ECD (2角相等)

(2)

4ABD∽ 4CADより AD2 = BD・CD

(1)より ED2 = BD・CD

∴AD2 = ED2

∴AD = ED

(3)

4ABCの外心を Oとする。A

B C

P

DO

E

•

•×

×•× •×

4ABCの外接円の B,Cにおける接線の交点を Pとする。

(2)より∠ODE = 90◦ · · · 3©
∠BDC = 2∠BAC (∵ 4ABD∽ 4CAD)

= ∠BOC

より O,B,C,Dは共円点。

O,B,C,Pも共円点だから、O,B,P,C,Dは共円点。

∴∠ODP = ∠OCP = 90◦ · · · 4©
3©, 4©より、3点 D,E,Pは同一直線上に有る。

BCと OPの交点はMに一致する。A

B C

P

D

M

O

E

∠OCP = ∠CMP = 90◦より PM・PO = PC2 · · · 5©
方べきの定理より PC2 = PE・PA · · · 6©
5©, 6©より PM・PO = PE・PA

故に、方べきの定理の逆より O,M,E,Aは共円点。

∴∠EMP = ∠OAP (内対角)

= ∠OEA (∵ OA = OE)

= ∠OMA (

(

AOに対する円周角)

∴∠CMA = ∠CME · · · 7©

2



∠CMA = 1
2
∠AME
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◦

•

= 1
2
∠AOE

= ∠ABE
∴∠BAM = ∠CMA− ∠ABM

= ∠ABE− ∠ABM
= ∠EBM

∴∠BAM = ∠EBM · · · 8©
7©, 8©より4ABM∽ 4BEM (2角相等)

(4)
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V

•

•

•

•

直線 BDと円 Oの交点の内 Bでない方を Uとする。

∠DUC = ∠BAC (

(
BECに対する円周角)

= 1
2
∠BDC (∵ 4ABD∽ 4CAD)

∴∠DCU = ∠BDC− ∠DUC = ∠DUC

∴DU = DC

∴DB+DC = DB+DU = BU · · · 9©
直線 AMと円 Oの交点の内 Aでない方を Vとする。

9©と同様にして、MA+ME = AV · · · 10©
4ABUと4BAVにおいて、

∠ABU = ∠CAD (∵ 4ABD∽ 4CAD)

= ∠CBE (

(

CEに対する円周角)

= ∠MAB (∵ (3))

∴∠ABU = ∠BAV · · · 11©

∠AUB = ∠AEB (

(

ABに対する円周角) · · · 12©
AB共通 · · · 13©
11©, 12©, 13©より4ABU ≡ 4BAV (1辺両端角相等)

故に、9©, 10©より DB+DC = BU = AV = MA+ME■
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