
【3】 (1) 平面上の線分 ABと 2点 P,Qに対して、次の (i), (ii)は互いに同値である事を証明せよ。
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(i) PQ ⊥ AB

(ii) AP2 − BP2 = AQ2 − BQ2

放物線 P の焦点を F,準線を `とする。次の (2) ∼ (5)を証明せよ。

(2) P 上に 2点 P,Qを取り、PQの中点をMとする。Mから `に下ろした垂線の足をM′とする。

この時、M′F ⊥ PQ[足焦定理]
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(3) P 上に 4点 P,Q,R,Sを PQ // RSを満たすように取る。PQ,RSの中点をそれぞれM,Nとする。

この時、直線MNは P の軸に平行である。
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(4) P 上に 2点 P,Qを取り、PQの中点をMとする。Mを通り P の軸に平行な直線と P の交点を Nとす

る。P の Nにおける接線をmとする。

この時、m // PQ
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(5) 点 Pから P に 2つの接線を引き、接点を S,Tとする。Pを通り P の軸に平行な直線と ST, P の交点をそ

れぞれM,Nとする。

この時、NM = NP
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[解答]

(1)

[(i) ⇒ (ii)]

Pから直線 ABに下ろした垂線の足を Hとする。

AP2 − BP2 = (AH2 + PH2)− (BH2 + PH2)

= AH2 − BH2 · · · 1©
同様にして AQ2 − BQ2 = AH2 − BH2 · · · 2©
1©, 2©より AP2 − BP2 = AQ2 − BQ2

[(ii) ⇒ (i)]

P,Qから直線 ABに下ろした垂線の足をそれぞれ H, Iとする。

AH2 − BH2 = AP2 − BP2 (∵ [(i) ⇒ (ii)]の過程)

= AQ2 − BQ2 (∵ (ii))

= AI2 − BI2 (∵ [(i) ⇒ (ii)]の過程) · · · 3©
直線 AB上の点 Xが Aより xだけ右に有る事を X(x)で表す事にする。

直線 AB上の点 X(x)に対して、

AX2 − BX2 = (AX+ BX)(AX− BX)は xの狭義増加関数。

故に、H(p), I(q)とすると、3©より p = q,∴H = I,∴PQ ⊥ AB

以下、点 Xから `に下ろした垂線の足を X′で表す事にする。

(2)

P

F

`

P

Q

M
||

||

M′P′ Q′

FP2 − FQ2 = P′P2 −Q′Q2 = (P′P2 + P′M′2)− (Q′Q2 + P′M′2) = PM′2 −QM′2

故に、(1)よりM′F ⊥ PQ

(3)
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足焦定理より、M′F ⊥ PQ,N′F ⊥ RS

故に、PQ // RSよりM′F // N′F

∴M′ = N′

故に成り立つ。
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(4)
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M′Fとmの交点を Lとする。

足焦定理より、M′F ⊥ PQ · · · 1©
4NFM′において、NF = NM′と光線定理より、NL ⊥ FM′ · · · 2©
1©, 2©よりm // PQ
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P の Nにおける接線と PSの交点を Lとする。

Lを通り P の軸に平行な直線と SNの交点を Kとする。

【2】(4)より KS = KN

故に、KL // NPより LS = LP · · · 1©
【2】(4)よりMS = MT,故に (4)より LN // ST · · · 2©

1©, 2©より NM = NP■
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