
【12】楕円 E の焦点を F,F′とする。E の長軸と E の交点の内、Fに近い方を A,他方を A′とする。E の短軸

と Eの交点 B,B′を、A,B,A′,B′が反時計回りであるように決める。Eの中心をOとする。OA = a,OB = bとす

る。次の (1), (2)を証明せよ。

(1) E 上に Tを取る。Fから E の Tにおける接線に下ろした垂線の足を Hとする。

この時、OH = a

(Hの軌跡 (= Oを中心とする半径 aの円)を E の補助円と言う。)
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(2) E の外側の点 Pを、Pから E に引いた接線が直交するように取る。

この時、OP =
√
a2 + b2

(Pの軌跡 (= Oを中心とする半径
√
a2 + b2の円)を E の準円と言う。)
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[解答]

(1)
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Fの直線 THに関する対称点を Pとする。

F,H,Pは同一直線上に有る。

光線定理より、F′,T,Pは同一直線上に有る。

∴OH = 1
2
F′P (中点連結定理)

= 1
2
(F′T+ TP)

= 1
2
(F′T+ TF)

=
2 1

1 × 2a

= a
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(2)

[解 1]
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2つの接点を S,Tとする。

Fから直線 PS,直線 PTに下ろした垂線の足をそれぞれ H, Iとする。

Oから直線 PS,直線 PTに下ろした垂線の足をそれぞれ J,Kとする。

(1)より、OH = OI = a · · · 1©
∴OP2 = OJ2 +OK2

= (a2 −HJ2) + (a2 − IK2) (∵ 1©)

= 2a2 − (HJ2 + IK2)

= 2a2 − (QO2 +QF2)

= 2a2 −OF2

= 2a2 − (a2 − b2)

= a2 + b2

∴OP =
√
a2 + b2
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[解 2]
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PF′2 + PF2 = 2(OP2 +OF2) (中線定理) · · · 1©
2つの接点を S,Tとする。

Fの直線 PTに関する対称点を Rとする。

光線定理より、F′,T,Rは同一直線上に有る。

∴F′R = F′T+ TR = F′T+ TF = 2a · · · 2©
∠F′PR = ∠F′PT+ ∠TPR

= ∠F′PT+ ∠TPF
= ∠F′PT+ ∠SPF′ (2接線系基本定理)

= 90◦ · · · 3©
2©, 3©より、PF′2 + PF2 = PF′2 + PR2 = F′R2 = 4a2 · · · 4©
一方、OF2 = a2 − b2 · · · 5©
4©, 5©を 1©に代入すると、4 2a2 = 2(OP2 + a2 − b2)

OP2 = a2 + b2

∴OP =
√
a2 + b2■
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