
【11】楕円 E の焦点を F,F′とする。E の長軸と E の交点の内、Fに近い方を A,他方を A′とする。E の短軸

と Eの交点 B,B′を、A,B,A′,B′が反時計回りであるように決める。Eの中心をOとする。OA = a,OB = bとす

る。次の (1), (2)を証明せよ。

(1) E上にA,A′と異なる 2点P,Qを、PQがEのFに関する焦点弦 (Fを通る弦)であるように取る。4F′PQの

内接円と PQの接点を Tとする。

この時、PF = QT
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(2) E上に2点P,Qを、直線AA′に関して同じ側であるように取る。PFとQF′の交点をRとする。4PF′Rの内接

円とPF′,F′R,RPの接点をそれぞれ S,T,Uとする。4QFRの内接円とQF,FR,RQの接点をそれぞれV,W,Xと

する。

この時、PS = QV
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[解答]

(1)

[解 1]
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QT = 1
2
(QP +QF′ − PF′)

= 1
2
(QF + FP +QF′ − PF′)

= 1
2
(2a+ FP− PF′)

=
2 1

1
・2PF

= PF

[解 2]
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E の Pにおける接線と Qにおける接線の交点を Rとする。

光線定理より、PR,QRはそれぞれ∠QPF′,∠PQF′の外角の 2等分線である。

故に、Rは4F′PQの F′に関する傍心である。· · · 1©
2接線系基本定理より、∠PFR = 180◦ ÷ 2 = 90◦ · · · 2©
1©, 2©, 3角形の内接円と傍接円の関係より、PF = QT
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(2)

[解 1]
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PS = 1
2
(PF′ + PR− F′R)

= 1
2
(2a− RF− F′R) (∵ PF′ + PR+RF = PF′ + PF = 2a)

= 1
2
(2a− RF′ − FR)

= 1
2
(QF +QR− FR) (∵ QF+QR+RF′ = QF+QF′ = 2a)

= QV

[解 2]
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E の Pにおける接線と Qにおける接線の交点を Yとする。

光線定理より、PYは∠F′PFの外角の 2等分線 · · · 1©,QRは∠F′QFの外角の 2等分線 · · · 2©
2接線系基本定理より、F′Yは∠PF′Qの 2等分線 · · · 3©
1©, 2©, 3©より、半直線 F′P,PR,RQ,半直線 FQに接する円 Yが存在する。

この円 Yと PR,RQの接点をそれぞれ H, Iとする。

PS = PU

= RH (3角形の内接円と傍接円の関係)

= RI

= QX (3角形の内接円と傍接円の関係)

= QV■
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